Ogolnopolski Swietokrzyski Matematyczny Maraton Maturalny 2023 /2024
Politechnika Swietokrzyska

Fundacja im. Jerzego Zaremby, Fundacja Sw. Marcina Patria et Misericordia
IIT Etap
kategoria DELTA

Zadanie 1.

Zaktadajac wykonalno§é wszystkich potrzebnych dziatari, uproéé podane wyrazenie poprzez
przeksztalcenie do utamka (maksymalnie skroconego) z jedna kreska utamkowa. Wyrazenia
konicowe w liczniku i w mianowniku powinny mie¢ postaé¢ zredukowana, zawierajaca tylko
symbole powiazane mnozeniem, dodawaniem lub odejmowaniem (nie powinny zawiera¢ na-
wiasow, poteg o ujemnych wykladnikach i dzielenia).
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Zadanie 2.
(a) Rozwiaz réwnanie 42° — 924 + 822 — 18 = 0.

(b) Rozwiaz nieré6wnos¢ 4 — 3|z + 2| < 2.

Zadanie 3.
W trojkacie ABC' dane sa dwa boki |BC| = 2, |AC| = 3. Suma miar katow przy wierzchotku
A oraz przy wierzchotku C' jest rowna 60°. Oblicz obwod i pole trojkata ABC.

Zadanie 4.
Udowodnij, ze jezeli reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez 3 jest rowna 2, to reszta

z dzielenia przez 3 kwadratu liczby
n—4

jest réwna 1.
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kategoria GAMMA

Zadanie 1.(dopisek w poleceniu)

Zaktadajac wykonalno§é wszystkich potrzebnych dziatari, uproéé podane wyrazenie poprzez
przeksztalcenie do utamka (maksymalnie skroconego) z jedna kreska utamkowa. Wyrazenia
konicowe w liczniku i w mianowniku powinny mie¢ postaé¢ zredukowana, zawierajaca tylko
symbole (ewentualnie podniesione do kwadratu) powiazane mnozeniem, dodawaniem lub
odejmowaniem (nie powinny zawiera¢ nawiasow, poteg o ujemnych wyktadnikach i dziele-
nia).
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(a) Rozwiaz réwnanie —x3 — 322 + 2 = (—2? — 22 + 2)(25 + 1).

Zadanie 2.

(b) Rozwiaz nier6wnosé

2
m‘zl-

Zadanie 3.

W trojkacie ABC' dane sa dwa boki |[BC| = 6, |AC| = 9. Tangens kata przy wierzchotku B
jest rowny —2v/2. Oblicz pole tego trojkata i promien okregu opisanego na tym trojkacie.
Zadanie 4.

Udowodnij, ze jezeli reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez 3 jest réwna 2, to reszta
z dzielenia przez 3 sze$cianu liczby n pomniejszonego o 10 jest rowna 1.
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Zadanie 1.

Zaktadajac wykonalno§é wszystkich potrzebnych dziatari, uproéé podane wyrazenie poprzez
przeksztalcenie do utamka (maksymalnie skroconego) z jedna kreska utamkowa. Wyrazenia
konicowe w liczniku i w mianowniku powinny mie¢ postaé¢ zredukowana, zawierajaca tylko
symbole powiazane mnozeniem, dodawaniem lub odejmowaniem (nie powinny zawiera¢ na-
wiasow, poteg o ujemnych wykladnikach i dzielenia).

a—3 2b—3a 1 1

P a2 B g a-b
a+3 3a+2b 1 1 "a+b
ERN b ad

Zadanie 2.
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych wielomian

W(z) = (x—2) ((m+ Da? — 3mz +m + 1)

ma trzy rézne pierwiastki rzeczywiste tego samego znaku.

Zadanie 3.

Wyznacz rownanie figury (w najprostszej postaci) utworzonej przez wszystkie punkty P(z,y)
w ukladzie wspohrzednych na plaszezyznie, ktorych odlegtosé od punktu F'(0, %) jest taka
sama, jak odleglosé od prostej 4y + 1 = 0. Podaj nazwe figury oraz sporzadz jej rysunek.

Zadanie 4.
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y spetniona jest nier6wnosé

(:U2 + 1)(y2 +1) >4y .

Wyznacz wszystkie pary (x,y), dla ktérych zachodzi réwnos¢.
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Zadanie 1.

Zaktadajac wykonalno§é wszystkich potrzebnych dziatari, uproéé podane wyrazenie poprzez
przeksztalcenie do utamka (maksymalnie skroconego) z jedna kreska utamkowa. Wyrazenia
konicowe w liczniku i w mianowniku powinny mie¢ postaé¢ zredukowana, zawierajaca tylko
symbole (ewentualnie podniesione do kwadratu) powiazane mnozeniem, dodawaniem lub
odejmowaniem (nie powinny zawiera¢ nawiasow, poteg o ujemnych wyktadnikach i dziele-

nia).
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Zadanie 2.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych wielomian
*—(m+1)2* +(m—3)z+3=0

ma trzy rézne rozwigzania rzeczywiste, z ktérych jedno jest $redniag arytmetyczna po-
zostatych.

Zadanie 3.

Dana jest parabola y = 22 — 2 + 1 oraz prosta & = m, gdzie m jest dowolna liczba
rzeczywista. Wzdluz prostej biegnie od punktu N promieni Swiatta (patrz: rysunek), ktory
odbija sie od paraboli w punkcie P zgodnie z zasada: kat padania réwny jest katowi odbicia.
Udowodnij, ze istnieje na plaszczyznie punkt F wspolny dla wszystkich promieni odbitych
od paraboli niezaleznie od wartosci parametru m. Wyznacz wspotrzedne punktu F.
UWAGA: Zasada odbicia oznacza w tym przypadku, ze jezeli odcinek S@Q jest zawarty
w stycznej do paraboli w punkcie P, to katy SPF oraz N PQ sa rowne.
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Zadanie 4.
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y spetniona jest nier6wnosé

Bz + 1By + 1) +2>6ay(l +x +y) .

Wyznacz wszystkie pary (x,y), dla ktorych zachodzi roéwnosé.



